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1. Цели освоения дисциплины 

 

К основным целям освоения дисциплины «Основы вариационного ис-

числения» следует отнести: 

- воспитание у студентов общей математической культуры; 

- приобретение студентами широкого круга математических знаний, уме-

ний и навыков;  

- развитие способности студентов к индуктивному и дедуктивному мыш-

лению наряду с развитием математической интуиции;  

- умение студентами развивать навыки самостоятельного изучения учеб-

ной и научной литературы, содержащей математические сведения и результа-

ты;  

- - формирование у студента требуемого набора компетенций, соответ-

ствующих его направлению подготовки и обеспечивающих его конкурентоспо-

собность на рынке труда. 

К основным задачам освоения дисциплины «Основы вариационного ис-

числения» следует отнести: 

- освоение студентами основных понятий, методов, формирующих об-

щую математическую подготовку, необходимую для успешного решения важ-

ных для практических приложений задач оптимизации; 

- подготовку студентов к деятельности в соответствии с квалификацион-

ной характеристикой бакалавра по направлению, в том числе формирование 

умений использовать освоенные математические методы в профессиональной 

деятельности. 

 

2.  Место дисциплины в структуре ООП бакалавриата 

 

Дисциплина «Основы вариационного исчисления» относится к дисци-

плинам базовой части образовательного блока Б1. Ее изучение базируется на 

дисциплине «Математика». Дисциплина обеспечивает изучение дисциплин: 

В базовой части: 

- физика; 

- теоретическая механика; 

- уравнения математической физики; 

- дифференциальные уравнения и комплексный анализ; 

- теория упругости; 

- метод конечных элементов; 

- механика композитных конструкций. 

В вариативной части: 

             - аналитическая динамика и теория колебаний;   

- основы физики прочности и механика разрушения; 

- строительная механика машин; 

             - вычислительная механика. 

В дисциплинах по выбору студента: 

                - устойчивость механических систем; 
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                - устойчивость деформируемых систем; 

                - введение в методы оптимизации; 

                - физически нелинейная механика деформируемого твердого тела; 

                - математика-спецглавы; 

                - элементы математического моделирования физических процессов. 

 

     3. Перечень планируемых результатов обучения по дисциплине,  

соотнесенные с планируемыми результатами освоения образовательной 

программы  

 

В результате освоения дисциплины у обучающихся формируются следующие 

компетенции и должны быть достигнуты следующие результаты обучения как 

этап формирования соответствующих компетенций: 

 

Код 

компетенции 

В результате освоения 

образовательной про-

граммы обучающийся 

должен обладать 

Перечень планируемых результа-

тов 

обучения по дисциплине 

ОПК-2 способностью представ-

лять адекватную совре-

менному уровню знаний 

научную картину мира на 

основе знания основных 

положений, законов и 

методов естественных 

наук и математики 

знать: 

актуальные проблемы современного 

научного и технического развития в 

области математики и естественных 

наук 

уметь: 

применять основные вариационные 

принципы и методы 

владеть:  

способностью применять адекват-

ные математические модели для 

решения задач прикладной механи-

ки 

ПК-3 готовностью выполнять 

научно-

исследовательские рабо-

ты и решать научно-

технические задачи в об-

ласти прикладной меха-

ники на основе достиже-

ний техники и техноло-

гий, классических и тех-

нических теорий и мето-

дов, физико-

механических, математи-

ческих и компьютерных 

моделей, обладающих 

знать: 

основополагающие теоретические 

положения, предусмотренные про-

граммой курса 

уметь: 

применять математический аппарат 

вариационного исчисления, методы 

математического и компьютерного 

моделирования для решения науч-

но-технических задач, возникающих 

в ходе профессиональной деятель-

ности  

владеть:  

вариационными методами и прин-
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высокой степенью адек-

ватности реальным про-

цессам, машинам и кон-

струкциям 

ципами, методами математического 

и компьютерного моделирования 

для проведения исследовательских 

работ и решения научно-

технических задач, возникающих в 

области прикладной механики 

 

                                           4. Структура и содержание дисциплины 

 

Общая трудоемкость дисциплины составляет 2 зачетные единицы, т.е. 72 

академических часа (из них 36 часов – самостоятельная работа студентов). 

Дисциплина «Основы вариационного исчисления» изучается на втором 

курсе в четвертом семестре. При этом на лекции выделяется 1 час в неделю (18 

часов), на практические занятия – 1 час в неделю (18 часов), форма контроля - 

зачет. 

Структура и содержание дисциплины «Основы вариационного исчисле-

ния»» по срокам и видам работы отражены в Приложении 1. 

 

                                                Содержание разделов дисциплины  

Введение 

Предмет, задачи и содержание дисциплины. Основные этапы развития дисци-

плины. Структура курса, его место и роль в подготовке специалиста, связь с 

другими дисциплинами. 

 

Раздел 1. Основные понятия вариационного исчисления. Функционал, зави-

сящий от функции одной переменной, вариация функции (аргумента функцио-

нала). Перестановочность операций варьирования и дифференцирования, варь-

ирования и интегрирования. Непрерывный и линейный функционал. Вариация 

функционала. Экстремум функционала: абсолютный и относительный (локаль-

ный). Основная лемма вариационного исчисления. Необходимое условие экс-

тремума. Вариационная задача с неподвижными границами (простейшая вариа-

ционная задача). Уравнение Эйлера. Частные случаи интегрируемости уравне-

ния Эйлера. Задачи о брахистохроне и о наименьшей площади поверхности 

вращения. 

Раздел 2. Обобщения простейшей вариационной задачи. Функционалы, за-

висящие от нескольких функций одной переменной. Функционалы с производ-

ными высших порядков. Уравнение Эйлера–Пуассона. Функционалы, завися-

щие от функций нескольких переменных. Уравнение Эйлера–Остроградского. 

Вывод волнового уравнения с использованием принципа Гамильтона – Остро-

градского. Вариационная задача со свободными концами. Вариационная задача 

с подвижными концами. Условия трансверсальности. 

Раздел 3. Вариационные задачи на условный экстремум. Задачи на услов-

ный экстремум с конечными и интегральными связями. Изопериметрическая 

задача. 
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Раздел 4. Прямые вариационные методы. Общность и различие методов. 

Метод Ритца (Релея–Ритца). Принцип возможных перемещений Лагранжа. Ме-

тод Бубнова–Галеркина. Идея метода конечных элементов. Применение вариа-

ционных методов к задаче об изгибе стержня. 

 

5. Образовательные технологии, применяемые при освоении дисциплины 

 

Методика преподавания дисциплины «Основы вариационного исчисле-

ния» и реализация компетентностного подхода в изложении и восприятии ма-

териала предусматривают использование следующих активных и интерактив-

ных форм проведения групповых, индивидуальных, аудиторных занятий в со-

четании с внеаудиторной работой с целью формирования и развития професси-

ональных навыков обучающихся:  

         – защита и индивидуальное обсуждение выполняемых этапов расчетно-

графических работ;  

            -  привлечение лучших студентов к консультированию отстающих. 

– подготовка, представление и обсуждение презентаций на семинарских 

занятиях; 

– организация и проведение текущего контроля знаний студентов в форме 

бланкового тестирования; 

– проведение интерактивных занятий по процедуре подготовки к интер-

нет-тестированию на сайтах: i-exam.ru, fepo.ru; 

– использование интерактивных форм текущего контроля в форме ауди-

торного и внеаудиторного интернет-тестирования; 

итоговый контроль состоит в устном экзамене по математике с учетом резуль-

татов выполнения самостоятельных работ. 

Удельный вес занятий, проводимых в интерактивных формах, определен 

главной целью образовательной программы, особенностью контингента обу-

чающихся и содержанием дисциплины «Высшая математика» и в целом по 

дисциплине составляет 30% аудиторных занятий. Занятия    лекционного    типа  

составляют  50 %  от объема аудиторных занятий. 

 

 6. Оценочные средства для текущего контроля успеваемости, промежуточ-

ной аттестации по итогам освоения дисциплины и учебно-методическое 

обеспечение самостоятельной работы студентов 

 

  В процессе обучения используются следующие оценочные формы само-

стоятельной работы студентов, оценочные средства текущего контроля успева-

емости и промежуточных аттестаций: 

- две расчетно-графические работы. 

- две самостоятельных (контрольных) работы в аудитории.  
 

        Расчетно-графическая работа № 1. Функционалы, зависящие от 

функции одной переменной. 

 Краткое содержание и этапы расчетно-графической работы: 
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определение вариации функционала; нахождение экстремали функционала; 

нахождение экстремали функционала, удовлетворяющей граничным условиям; 

вариационная задача со свободными концами; вариационная задача на услов-

ный экстремум. 

 

Расчётно-графическая работа №2. Функционалы с производными 

высших порядков.  

Краткое содержание и этапы расчетно-графической работы: 

нахождение семейства экстремалей функционала; нахождение экстремали 

функционала, содержащего производные высших порядков,  удовлетворяющей 

граничным условиям; задача со свободными концами, задача с подвижными 

границами, задача на условный экстремум, решение задачи об изгибе стержня 

методами Бубнова - Галеркина и Ритца. 

 

       Оценочные средства текущего контроля успеваемости включают кон-

трольные вопросы и задания в форме бланкового тестирования для контроля 

освоения обучающимися разделов дисциплины, прием РГР. 

  Образцы тестовых заданий, заданий РГР, контрольных вопросов и зада-

ний для проведения текущего контроля, экзаменационных билетов приведены в 

Приложении 2. 

 

6.1. Фонд оценочных средств для проведения промежуточной 

аттестации обучающихся по дисциплине «Основы 

вариационного исчисления» 

                 

6.1.1. Перечень компетенций с указанием этапов их формирования в процессе 

освоения образовательной программы. 

 

В результате освоения дисциплины формируются следующие компетенции 

 

Код 

компетенции 

В результате освоения образовательной программы обу-

чающийся должен обладать 

ОПК-2 способностью представлять адекватную современному уров-

ню знаний научную картину мира на основе знания основных 

положений, законов и методов естественных наук и математи-

ки 

ПК-3 готовностью выполнять научно-исследовательские работы и 

решать научно-технические задачи в области прикладной ме-

ханики на основе достижений техники и технологий, класси-

ческих и технических теорий и методов, физико-

механических, математических и компьютерных моделей, об-

ладающих высокой степенью адекватности реальным процес-

сам, машинам и конструкциям 
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В процессе освоения образовательной программы данные компетенции, в 

том числе их отдельные компоненты, формируются поэтапно в ходе освоения 

обучающимися дисциплины в соответствии с учебным планом и календарным 

графиком учебного процесса. 

 

6.1.2. Описание показателей и критериев оценивания компетенций,  

формируемых по итогам освоения дисциплины, описание шкал 

оценивания 

Показателем оценивания компетенций на различных этапах их формиро-

вания является достижение обучающимися планируемых результатов обучения 

по дисциплине. 
 

ОПК-2 способность представлять адекватную современному уровню знаний научную 

картину мира на основе знания основных положений, законов и методов естественных 

наук и математики 

Показатель 

Критерии оценивания 

2 3 4 5 

знать: 

актуальные 

проблемы со-

временного 

научного и 

технического 

развития в об-

ласти матема-

тики и есте-

ственных наук 

 

Обучающийся де-

монстрирует полное 

отсутствие или недо-

статочное соответ-

ствие  знаний кон-

тролируемых разде-

лов математики: 

не способен аргумен-

тированно и последо-

вательно излагать 

материал, непра-

вильно отвечает на 

дополнительные во-

просы или затруд-

няется с ответом  

 

Обучающийся де-

монстрирует непол-

ное соответствие 

знаний программе: 

допускаются ошиб-

ки, проявляется не-

достаточное, по-

верхностное знание 

теории, сути мето-

дов. Для получения 

правильного ответа 

требуются уточня-

ющие вопросы. 

Обучающийся 

демонстрирует 

достаточно 

глубокие знания 

контролируемых  

разделов дисци-

плины, отвечает на 

все вопросы, в том 

числе дополни-

тельные. В то же 

время при ответе 

допускает несуще-

ственные погреш-

ности или дает не-

достаточно полные 

ответы 

Обучающийся де-

монстрирует пол-

ное соответствие 

знаний программе 

дисциплины,  

логично и аргу-

ментированно от-

вечает на все во-

просы, в том чис-

ле дополнитель-

ные, показывает 

высокий уровень 

теоретической 

подготовки 

уметь: 

применять ос-

новные вариа-

ционные прин-

ципы и методы 

 

Обучающийся пока-

зывает недостаточ-

ное умение приме-

нять теорию к реше-

нию предлагаемых 

задач, допускает гру-

бые ошибки при ре-

шении задач или во-

обще решения задач 

отсутствуют, непра-

вильно отвечает на 

Обучающийся де-

монстрирует непол-

ное соответствие 

следующих умений:  

решение задач, уме-

ние пользоваться ва-

риационными мето-

дами и принципами. 

В решении задач мо-

гут содержаться гру-

бые ошибки, прояв-

Обучающийся де-

монстрирует ча-

стичное соответ-

ствие следующих 

умений: применять 

теоретические ме-

тоды к решению 

задач. Умения 

освоены, но допус-

каются незначи-

тельные ошибки, 

Обучающийся де-

монстрирует уме-

ние  применять 

теорию к реше-

нию предлагае-

мых задач, пра-

вильно  строить 

решения матема-

тических задач. 

Свободно опери-

рует приобретен-
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дополнительные во-

просы, связанные с 

изучавшимися в кур-

се математическими 

методами и моделя-

ми  или затрудняется 

с ответом 

ляется недостаточ-

ное умение  приме-

нять теорию к реше-

нию предлагаемых 

задач. 

неточности, за-

труднения при ре-

шении задач, не 

влияющие на об-

щий ход решения  

 

ными умениями, 

применяет их в 

ситуациях повы-

шенной сложно-

сти. 

владеть:  

способностью 

применять 

адекватные ма-

тематические 

модели для 

решения задач 

прикладной 

механики 

Обучающийся не 

владеет или  в со-

вершенно недоста-

точной степени вла-

деет  

навыками 

применения 

теоретического 

аппарата и 

различных математи-

ческих методов  к 

решению задач 

 

Обучающийся вла-

деет математически-

ми методами в не-

полном объеме, до-

пускаются значи-

тельные ошибки, 

проявляется недо-

статочность владе-

ния математической 

техникой, испытыва-

ет значительные за-

труднения при при-

менении навыков в 

новых ситуациях. 

Обучающийся ча-

стично владеет ва-

риационными ме-

тодами и принци-

пами, навыки осво-

ены, но допускают-

ся незначительные 

ошибки, неточно-

сти, затруднения 

при аналитических 

операциях, перено-

се умений на но-

вые, нестандартные 

ситуации. 

 

Обучающийся в 

полном объеме 

владеет вариаци-

онными методами 

и принципами, 

свободно приме-

няет полученные 

навыки в ситуаци-

ях повышенной 

сложности. 

ПК-3 готовность выполнять научно-исследовательские работы и решать научно-

технические задачи в области прикладной механики на основе достижений техники и 

технологий, классических и технических теорий и методов, физико-механических, мате-

матических и компьютерных моделей, обладающих высокой степенью адекватности ре-

альным процессам, машинам и конструкциям 

знать: 

основополага-

ющие теорети-

ческие поло-

жения, преду-

смотренные 

программой 

курса 

 

Обучающийся де-

монстрирует пол-

ное отсутствие или 

недостаточное со-

ответствие  знаний 

контролируемых 

разделов математи-

ки: 

не способен аргу-

ментированно и по-

следовательно из-

лагать материал, 

неправильно отве-

чает на дополни-

тельные вопросы 

или затрудняется с 

ответом 

Обучающийся демон-

стрирует неполное со-

ответствие  знаний 

программе, 

допускаются ошибки, 

проявляется недоста-

точное, поверхностное 

знание теории, сути 

методов. Для получе-

ния правильного отве-

та требуются уточня-

ющие вопросы. 

Обучающийся 

демонстрирует 

достаточно 

глубокие знания 

контролируемых  

разделов дисци-

плины, отвечает на 

все вопросы, в том 

числе дополни-

тельные. В то же 

время при ответе 

допускает несуще-

ственные погреш-

ности или дает не-

достаточно полные 

ответы 

Обучающийся де-

монстрирует пол-

ное соответствие 

знаний программе 

дисциплины,  

логично и аргу-

ментированно от-

вечает на все во-

просы, в том чис-

ле дополнитель-

ные, показывает 

высокий уровень 

теоретической 

подготовки 

уметь: 

применять ма-

Обучающийся по-

казывает недоста-

Обучающийся демон-

стрирует неполное со-

Обучающийся 

демонстрирует 

Обучающийся де-

монстрирует уме-
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тематический 

аппарат вариа-

ционного ис-

числения, ме-

тоды матема-

тического и 

компьютерно-

го моделиро-

вания для ре-

шения научно-

технических 

задач, возни-

кающих в ходе 

профессио-

нальной дея-

тельности  

 

точное умение 

применять извест-

ные в учебной ли-

тературе методы к 

решению предлага-

емых задач, допус-

кает грубые ошибки 

при решении задач 

или вообще реше-

ния задач отсут-

ствуют, неправиль-

но отвечает на до-

полнительные во-

просы или затруд-

няется с ответом 

 

 

ответствие следую-

щих умений:  решение 

задач, умение пользо-

ваться вариационны-

ми методами и прин-

ципами. В решении 

задач могут содер-

жаться грубые ошиб-

ки, проявляется недо-

статочное умение  

применять теорию к 

решению предлагае-

мых задач. 

частичное 

соответствие 

следующих 

умений: применять 

теоретические 

методы к решению 

задач. Умения 

освоены, но 

допускаются незна-

чительные ошибки, 

неточности, 

затруднения при 

решении задач, не 

влияющие на 

общий ход решения  

 

ние  применять 

теорию к реше-

нию предлагае-

мых задач, пра-

вильно и полно 

строить решения 

математических 

задач. Свободно 

оперирует приоб-

ретенными уме-

ниями, применяет 

их в ситуациях 

повышенной 

сложности. 

владеть:  

вариационны-

ми методами и 

принципами, 

методами ма-

тематического 

и компьютер-

ного модели-

рования для 

проведения ис-

следователь-

ских работ и 

решения науч-

но-

технических 

задач, возни-

кающих в об-

ласти приклад-

ной механики 

Обучающийся не 

владеет или  в со-

вершенно недоста-

точной степени 

владеет  

навыками примене-

ния теоретического 

аппарата и различ-

ных вариационных 

методов и принци-

пов к решению за-

дач 

 

Обучающийся владеет 

математическими ме-

тодами в неполном 

объеме, допускаются 

значительные ошибки, 

проявляется недоста-

точность владения ма-

тематической техни-

кой, испытывает зна-

чительные затрудне-

ния при применении 

навыков в новых си-

туациях. 

Обучающийся 

частично владеет 

вариационными 

методами и 

принципами, 

навыки освоены, но 

допускаются незна-

чительные ошибки, 

неточности, 

затруднения при 

аналитических 

операциях, 

переносе умений на 

новые,нестандарт-

ные ситуации 

Обучающийся в 

полном объеме 

владеет вариаци-

онными методами 

и принципами, 

свободно приме-

няет полученные 

навыки в ситуаци-

ях повышенной 

сложности. 

 

Шкала оценивания результатов промежуточной аттестации и еë описание: 

Форма промежуточной аттестации: зачет.  
Промежуточная аттестация обучающихся в форме зачета проводится по 

результатам выполнения всех видов учебной работы, предусмотренных учеб-

ным планом по данной дисциплине, при этом учитываются результаты текуще-

го контроля успеваемости в течение семестра. Оценка степени достижения обу-

чающимися планируемых результатов обучения по дисциплине проводится 

преподавателем, ведущим занятия по дисциплине методом экспертной оценки. 

По итогам промежуточной аттестации по дисциплине выставляется оценка «за-

чтено» или «не зачтено». 
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Шкала 

оценивания 
Описание 

Зачтено 

Выполнены все обязательные условия подготовки студен-

та к промежуточной аттестации, предусмотренные про-

граммой дисциплины.  Студент демонстрирует соответствие 

знаний, умений, навыков приведенным в таблицах показате-

лей, оперирует приобретенными знаниями, умениями, навы-

ками, применяет их в ситуациях повышенной сложности. 

При этом могут быть допущены незначительные ошибки, не-

точности, затруднения при аналитических операциях, пере-

носе знаний и умений на новые, нестандартные ситуации.  

Не зачтено 

Не выполнены  обязательные условия подготовки студен-

та к промежуточной аттестации, предусмотренные про-

граммой дисциплины, ИЛИ студент демонстрирует неполное 

соответствие знаний, умений, навыков приведенным в таб-

лицах показателей, допускаются значительные ошибки, про-

является отсутствие знаний, умений, навыков по ряду пока-

зателей, студент испытывает значительные затруднения при 

оперировании знаниями и умениями при их переносе на но-

вые ситуации. 

 

Фонды оценочных средств представлены в приложении 2 к рабочей 

программе. 

 

7. Учебно-методическое и информационное обеспечение дисциплины 

а) основная литература: 

1. Трухан, А. А. Обыкновенные дифференциальные уравнения и методы их 

решения. Ряды. Элементы вариационного исчисления: учебное пособие для 

вузов / А. А. Трухан, Т. В. Огородникова. — 2-е изд., стер. — Санкт-

Петербург: Лань, 2020. — 268 с. URL: https://e.lanbook.com/book/147233  

2. Романко, В. К. Курс дифференциальных уравнений и вариационного исчис-

ления: учебное пособие / В. К. Романко; художник В. А. Прокудин. — 6-е 

изд. — Москва: Лаборатория знаний, 2020. — 349 с. URL: 

https://e.lanbook.com/book/152035  

 

б) дополнительная литература:  

 

1. Сборник задач по дифференциальным уравнениям и вариационному исчис-

лению: учебное пособие / В. К. Романко, Н. Х. Агаханов, В. В. Власов, Л. И. 

Коваленко. — 6-е изд. — Москва: Лаборатория знаний, 2020. — 222 с. URL: 

https://e.lanbook.com/book/135528  

https://e.lanbook.com/book/147233
https://e.lanbook.com/book/152035
https://e.lanbook.com/book/135528
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в) программное обеспечение и интернет-ресурсы:  

Программное обеспечение не предусмотрено. 

          Интернет-ресурсы включают учебно-методические материалы в элек-

тронном виде,  представленные на сайте mospolytech.ru в разделе: «Центр ма-

тематического образования» (http://mospolytech.ru/index.php?id=4486); 

Варианты контрольных заданий по дисциплине представлены на сайтах:  

http://i-exam.ru, http:// fepo.ru. 

Полезные учебно-методические и информационные материалы представ-

лены  на сайтах:   

http://exponenta.ru, http://eqworld.ipmnet.ru/ru/info/mathwebs.htm. 

Перечень ресурсов информационно-телекоммуникационной сети «Ин-

тернет» для освоения дисциплины:  

www.matematikalegko.ru>studentu, www.i-exam.ru. 

Интернет-ресурсы включают учебно-методические материалы, представ-

ленные на сайте электронно-библиотечной системы Издательства Лань 

(https://e.lanbook.com/). 

http://function-x.ru/tests_higher_math.html Тесты по высшей математике. 

 

8. Материально-техническое обеспечение дисциплины 

Материально – техническая база университета обеспечивает проведение всех 

видов занятий, предусмотренных учебным планом и соответствует действую-

щим санитарным и противопожарным правилам и нормам. 

Для проведения учебных занятий используются: 

- лекционные аудитории и аудитории для проведения практических занятий, в 

том числе, оснащенные мультимедийным оборудованием для проведения ауди-

торных занятий (проектор, ноутбук, микрофон и т.д.); 

- для работы со специализированным программным обеспечением во время ин-

терактивных практических занятий имеются компьютерные классы универси-

тета. 

 

9.  Методические рекомендации для самостоятельной работы студентов 

 

Наряду с задачами исследования экстремумов функций на практике часто 

возникает необходимость отыскания максимальных и минимальных значений 

математических выражений более общего вида – так называемых функциона-

лов.  

Вариационное исчисление и является разделом математики, посвящен-

ным исследованию методов отыскания экстремумов функционалов, зависящих 

от одной или нескольких функций, при разного рода ограничениях, налагаемых 

на эти функции.  

В настоящее время вариационные методы очень широко применяются в 

механике и физике. 

http://i-exam.ru/
http://exponenta.ru/
http://eqworld.ipmnet.ru/ru/info/mathwebs.htm
https://e.lanbook.com/
http://function-x.ru/tests_higher_math.html
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Понятие функционала является обобщением понятия функции: если 

функция )(xy  - это зависимость числа от числа, то функционал  )]([ xyI   - это 

зависимость числа от функции, он определен на множестве допустимых кри-

вых. 

Чтобы проследить изменение функционала при изменении аргумента 

вводится, прежде всего, понятие вариации функции - аргумента функционала. 

Варьирование аргумента функционала означает переход от одной функ-

ции из класса допустимых для данного функционала к другой бесконечно близ-

кой ей функции при том же значении x . 

В этом состоит отличие варьирования от дифференцирования функций, 

которое, как известно, является мерой изменения одной и той же функции при 

изменении независимой переменной .x  

Варьирование аргумента функционала y   аналогично приращению неза-

висимой переменной x  при исследовании экстремумов функций. 

Варьирование аргумента функционала – это новая математическая опера-

ция, перестановочная с операциями дифференцирования и интегрирования. 

Аналогично, вариация функционала играет ту же роль при исследовании 

функционалов, что дифференциал функции при исследовании функций. Вариа-

ция функционала – это главная линейная часть приращения функционала. 

При исследовании локального экстремума функционала выясняется, что 

необходимое условие экстремума функционала состоит в равенстве нулю его 

вариации 0I . Здесь опять проявляется аналогия с исследованием экстрему-

мов функций. Действительно, необходимое условие экстремума функции в 

данной точке состоит в равенстве нулю производной функции в этой точке:  

.0)( 0  xy  

Необходимо обязательно осмыслить и знать постановку и решение про-

стейшей вариационной задачи – задачи с неподвижными границами, решение 

которой сводится к решению краевой задачи для нелинейного дифференциаль-

ного уравнения второго порядка – уравнения Эйлера, играющего фундамен-

тальную роль в вариационном исчислении. 

Вторая часть курса связана с разного рода обобщениями простейшей ва-

риационной задачи. Это задачи отыскания экстремумов функционалов, содер-

жащих несколько функций, функционалов, зависящих от производных высшего 

порядка, функционалов, зависящих от функций нескольких независимых пере-

менных, а также вариационная задача со свободными концами и вариационная 

задачу с подвижными границами.  

            Надо четко представлять общность и различия в постановках задач, 

уметь составлять уравнения Эйлера – Пуассона, Эйлера – Остроградского. Ре-

шение этих уравнений и, конечно, уравнения Эйлера при соответствующих 

краевых условиях требует от студента умения решать дифференциальные урав-

нения различного типа. 

При решении вариационной задачи с подвижными границами надо пони-

мать геометрический смысл условий трансверсальности: последние устанавли-
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вают связь между угловыми коэффициентами касательных к заданным кривым 

и экстремали в граничных точках экстремали. 

Важными для приложений являются вариационные задачи на условный 

экстремум - задачи, в которых требуется найти экстремум функционала, опре-

деленного на классе допустимых функций, на которые, кроме граничных усло-

вий, наложены некоторые дополнительные условия (связи). Следует при этом 

освоить технику применения метода неопределëнных множителей Лагранжа. 

Во многих случаях задачу интегрирования дифференциального уравнения 

при соответствующих краевых условиях можно заменить равносильной вариа-

ционной задачей отыскания функции, сообщающей экстремальное значение 

некоторому функционалу.  

Например, при обычных краевых условиях можно свести интегрирование 

уравнений статической теории упругости к отысканию минимума потенциаль-

ной энергии деформации. 

Вариационные задачи допускают их прямое решение, то есть приближен-

ное решение, сводящее исходные уравнения непосредственно к конечным си-

стемам алгебраических уравнений. Такие методы и называются прямыми. Их 

применение связано с использованием общих вариационных принципов меха-

ники. В задачах механики деформируемого твердого тела прямые методы ре-

шения базируются на аппроксимации деформированного или напряженного со-

стояния.  

Наиболее универсальными и распространенными прямыми методами 

приближенного решения основной задачи вариационного исчисления – задачи 

отыскания экстремума функционалов являются метод Ритца и метод Бубнова – 

Галеркина. Студенту следует обязательно разобраться в применении этих мето-

дов к решению задачи из расчетно – графической работы об изгибе стержня 

при различных граничных условиях, так как они и сейчас (спустя более 100 лет 

после их появления) являются весьма распространенными «рабочими» метода-

ми механики.   

Студент в процессе освоения курса должен овладеть знанием вариацион-

ных методов и принципов и уметь применять их к решению простейших типо-

вых задач, относящихся к прикладной механике. 

10. Методические рекомендации для преподавателя 

Прежде всего, следует обратить внимание студентов на то, что практиче-

ски весь изучаемый ими материал является для них новым, не изучавшимся ни 

в программе средней школы, ни в классических разделах высшей математики 

на первом курсе. Однако он вполне может быть успешно изучен, если студенты 

будут посещать занятия, своевременно выполнять домашние задания и пользо-

ваться (при необходимости) системой плановых консультаций в течение каждо-

го семестра.   

Вошедшие в курс вариационного исчисления разделы практически ори-

ентированы, так как имеют широкое распространение для решения разного ро-

да задач в широком смысле оптимального управления. Их освоение поможет 
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студентам успешно применять накопленные знания в профессиональной дея-

тельности. 

Необходимо с самого начала занятий рекомендовать студентам основную 

и дополнительную литературу, а в конце семестра дать список вопросов для 

подготовки к экзамену. 

На первом занятии по дисциплине обязательно проинформировать студентов о 

виде и форме промежуточной аттестации по дисциплине, сроках её проведения, 

условиях допуска к промежуточной аттестации, применяемых видах промежу-

точного контроля. 

Соображения и рекомендации, приведенные в п. 9 рабочей программы 

для студентов, должны быть четко сформулированы и изложены именно пре-

подавателем на лекциях,  практических занятиях и консультациях. 

Изложение теоретического материала должно сопровождаться иллюстра-

тивными примерами, тщательно отобранными преподавателем так, чтобы тех-

нические трудности и выкладки при решении задачи не отвлекали от главного: 

осмысления идеи и сути применяемых методов. Следует всегда указывать при-

меры практического применения рассмотренных на занятиях уравнений и фор-

мул. 

Практические занятия должны быть организованы преподавателем таким 

образом, чтобы оставалось время на периодическое выполнение студентами 

небольшой самостоятельной работы в аудитории для проверки усвоения изло-

женного материала. 

Преподаватель, ведущий практические занятия, должен согласовывать 

учебно – тематический план занятий с лектором, использовать единую систему 

обозначений.  

Преподавателю следует добиваться систематической непрерывной рабо-

ты студентов в течение семестра, необходимо выявлять сильных студентов и 

привлекать их к научной работе, к участию в разного рода олимпиадах и сту-

денческих научно-технических конференциях и конкурсах. 

Студент должен ощущать заинтересованность преподавателя в достиже-

нии конечного результата: в приобретении обучающимися прочных знаний, 

умений и владения накопленной информацией для решения задач в профессио-

нальной деятельности.  

 

 

 

 

 

 

 

 



   Приложение 1 

Структура и содержание дисциплины  

«Основы вариационного исчисления»  

по специальности 

15.03.03 Прикладная механика 

Профиль подготовки 

Программирование и цифровые технологии в динамике и прочности 

Квалификация - бакалавр 
 

 

 

 

n/n 

Раздел 

С
ем

е
ст

р
 

Н
ед

ел
я

 

 С
ем

е
ст

р
а

 Виды учебной работы, 

включая самостоятельную 

работу студентов, 

и трудоемкость в часах 

Виды самостоятельной работы 

 Студентов 

Формы 

атте-

стации 

Л П/C Лаб 
СР

С 

КС

Р 
К.Р. К.П. РГР Реферат К/p Э З 

Четвертый семестр 

1.1 

Вводная лекция Введение в дисципли-

ну. Предмет вариационного исчисления. 

История развития дисциплины:  

классические задачи, приведшие к фор-

мированию вар. исчисления: Связь изу-

чаемого курса с другими дисциплинами 

учебного плана. Перечень формируемых 

компетенций. Основные разделы курса. 

Рекомендуемая литература 

4 1 2  

          

1.2 

Основные понятия вариационного 

исчисления. Понятия функционала, ва-

риации функции (аргумента функциона-

ла), вариации функционала, экстремум 

функционала, необходимое условие экс-

тремума, основная лемма вар. исчисле-

4 2 2  

  

 

2 
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ния. Постановка задачи о брахисто-

хроне. 

1.3 

Постановка и решение простейшей ва-

риационной задачи. Уравнение Эйлера. 

Различные формы записи уравнения 

Эйлера. Различные частные случаи ин-

тегрируемости уравнения Эйлера. 

4 3 2  

  

 

 

2 

        

1.4 

Примеры на различные частные случаи 

интегрируемости уравнения Эйлера. 

Выдача заданий РГР № 1. 

4 4  2 

  

 

2 

    

  + 

 

  

 

   

  

1.5 

Решение вариационной задачи с непо-

движными границами. Примеры. 

Самостоятельная работа № 1 «Нахож-

дение экстремалей функционала, зави-

сящего от функции одной переменной» 

4 5  2 

  

2 

    

   

  

 

   + 

  

1.6 

Раздел 2. Обобщения простейшей ва-

риационной задачи. Обобщения про-

стейшей вариационной задачи в резуль-

тате усложнения функционала. Функци-

онал, содержащий несколько функций 

одной переменной. Функционал, содер-

жащий производные высших порядков. 

Уравнение Эйлера-Пуассона.  

4 6 2  

  

 

 

 

2 

 

    

 

 

   

    

1.7 

Обобщения простейшей вариационной 

задачи.  Функционал содержащий не-

сколько функций. Функционал, содер-

жащий производные высших порядков. 

Примеры. 

Выдача заданий расчётно-

графической работы №2. Функциона-

лы с производными высших поряд-

ков. 

4 7  2 

  

 

2 

    

 

  + 

    

1.8 
Дальнейшие обобщения простейшей ва-

риационной задачи Функционалы, зави-
4 8 2  
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сящие от функций нескольких незави-

симых переменных. Уравнение Эйлера – 

Остроградского. 

Вариационный вывод волнового урав-

нения. Вариационная задача со свобод-

ными концами. 

Самостоятельная работа № 2 

«Нахождение экстремалей функцио-

нала с производными высших поряд-

ков» 

 

 

 

 

2 

 

 

 

 

   + 

1.9 
Примеры к лекции. Решение вариаци-

онной задачи со свободными концами 
4 9  2 

  

2 

        

1.10 
Вариационная задача с подвижными 

границами. Условия трансверсальности.  
4 10 2  

 2         

1.11 

Примеры к вариационной задаче с по-

движными границами. Определение ко-

ординат граничных точек экстремали 

4 11  2 

  

2 

        

1.12 

Раздел 3. Вариационные задачи на 

условный экстремум. Вариационная 

задача на условный экстремум c конеч-

ными и интегральными связями. Метод 

неопределенных множителей Лагранжа. 

Изопериметрические задачи  

4 12 2  

  

 

2 

        

1.13 

Вариационные задачи на условный экс-

тремум с конечными и интегральными 

связями. Методические примеры 

4 13  2 

 2 

 

        

1.14 

Раздел 4. Прямые методы вариацион-
ного исчисления. Общность и различие 
методов. Принцип возможных перемеще-
ния Лагранжа. Метод Ритца.  

4 14 2  

  

2 

        

1.15 

Прямые методы вариационного исчис-

ления. Метод Ритца. Методические 

примеры – решение задач об изгибе 

шарнирно опертой и жестко защемлен-

4 15  2 

  

 

2 
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ной балки  

1.16 

Прямые методы вариационного исчис-

ления. Метод Бубнова – Галеркина 

Понятие функции-ошибки. Вывод пол-

ного вариационного уравнения изгиба 

балки Естественные граничные условия 

4 16 2  

  

 

 

2 

        

1.17 

Метод Бубнова – Галеркина 

Методические примеры – решение задач 

об изгибе шарнирно опертой и жестко 

защемленной балки 

4 17  2 

  

2 

        

1.18 
Обзорное практическое занятие 

Контрольное тестирование 
4 18  2 

 2        +   

 Форма аттестации  
19-

21 
  

        
 

  З 

 

Всего часов по дисциплине  

в четвертом семестре 
  18 18 

 
 

36 

 

   

2 

РГР 
 

  3 

сам. 

раб. 
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Приложение 2  

 

МИНИСТЕРСТВО НАУКИ И ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ 

ФЕДЕРАЛЬНОЕ ГОСУДАРСТВЕННОЕ АВТОНОМНОЕ ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ 

ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ 

«МОСКОВСКИЙ ПОЛИТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ» 

(МОСКОВСКИЙ ПОЛИТЕХ) 

 

 

Направление подготовки 
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Программирование и цифровые технологии в динамике и прочности 

 (Бакалавр) 

Форма обучения: очная 

 

Кафедра «Математика» 

 

ФОНД ОЦЕНОЧНЫХ СРЕДСТВ  

ПО ДИСЦИПЛИНЕ  

Основы вариационного исчисления 

Состав: 1. Паспорт фонда оценочных средств 

    2. Описание оценочных средств: 

    - Экзаменационные билеты 

                                     - Комплекты заданий для контрольных работ 

                                                              - Комплект вопросов 

                     - Комплект заданий для выполнения  

                                    расчетно-графических работ   

Составитель: 

доц., к.ф.-м.н. Коган Е.А. 

Москва, 2021 год 
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Таблица 1 

ПОКАЗАТЕЛЬ УРОВНЯ СФОРМИРОВАННОСТИ КОМПЕТЕНЦИЙ 

 

Основы вариационного исчисления 

ФГОС ВО 15.03.03 Прикладная механика 

Профиль: Программирование и цифровые технологии в динамике и прочности 
В процессе освоения данной дисциплины студент формирует и демонстрирует следующие 
общекультурные, общепрофессиональные,  профессиональные   компетенции: 

КОМПЕТЕНЦИИ Перечень компонентов Технология 

формирования 

компетенций 

Форма 

оценочного 

средства** 

Степени уровней освоения ком-

петенций 

ИНДЕКС ФОРМУЛИРОВКА     

ОПК-2 способностью пред-

ставлять адекват-

ную современному 

уровню знаний 

научную картину 

мира на основе зна-

ния основных по-

ложений, законов и 

методов естествен-

ных наук и матема-

тики 

знать: 

актуальные проблемы совре-

менного научного и техниче-

ского развития в области ма-

тематики и естественных наук 

уметь: 

применять основные вариаци-

онные принципы и методы 

владеть:  

способностью применять 

адекватные математические 

модели для решения задач 

прикладной механики 

лекция, самосто-

ятельная работа, 

семинарские за-

нятия 

УО 

РГР 

Т 

 

 

Базовый уровень 

-владеет навыками работы с основ-

ными понятиями и методами в рам-

ках дисциплины; 

- осознает необходимость повыше-

ния квалификации и самостоятельно 

овладевать знаниями в области 

профессиональной деятельности. 

 

Повышенный уровень 

- свободно владеет методами и 

принципами приобретения, исполь-

зования и обновления более глубо-

ких математических знаний; 

-владеет различными способами 

сбора, обработки и применения  ма-

тематической  информации; 

 

ПК-3 готовностью вы-

полнять научно-
знать: 

основополагающие теоретиче-

лекция, самосто-

ятельная работа, 

УО 

РГР 
Базовый уровень 

-владеет основными понятиями и 
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исследовательские 

работы и решать 

научно-технические 

задачи в области 

прикладной меха-

ники на основе до-

стижений техники и 

технологий, класси-

ческих и техниче-

ских теорий и мето-

дов, физико-

механических, ма-

тематических и 

компьютерных мо-

делей, обладающих 

высокой степенью 

адекватности реаль-

ным процессам, 

машинам и кон-

струкциям 

ские положения, предусмот-

ренные программой курса 

уметь: 

применять математический 

аппарат вариационного исчис-

ления, методы математическо-

го и компьютерного модели-

рования для решения научно-

технических задач, возникаю-

щих в ходе профессиональной 

деятельности  

владеть:  

вариационными методами и 

принципами, методами мате-

матического и компьютерного 

моделирования для проведе-

ния исследовательских работ и 

решения научно-технических 

задач, возникающих в области 

прикладной механики 

семинарские за-

нятия 

Т 

КР 

З 

методами вариационного исчисле-

ния 

 

Повышенный уровень 

- свободно владеет вариационными 

методами и принципами, способен 

их применить к задачам повышен-

ной сложности, критически оценивая 

результаты своей деятельности 
 

 
**- Сокращения форм оценочных средств см. в приложении 2 к РП. 
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Перечень оценочных средств по дисциплине 

 Основы вариационного исчисления 

                                                                                                                                          

Таблица 2 

 

№ 

п/п 

Наименование 

оценочного сред-

ства 

Краткая характеристика оценоч-

ного средства 

Представление 

оценочного сред-

ства в ФОС  

1  Контрольная (са-

мостоятельная) 

работа 

             (КР) 

Средство проверки умений 

применять полученные знания 

для решения задач определен-

ного типа по теме или разделу 

Комплект кон-

трольных зада-

ний по вариан-

там  

 

2 Расчетно-

графическая ра-

бота 

(РГР) 

Средство проверки умений 

применять полученные знания 

по заранее определенной мето-

дике для решения задач или 

заданий по модулю или дисци-

плине в целом.  

Комплект зада-

ний для выпол-

нения расчетно-

графической ра-

боты  

 

3 
Устный опрос 
собеседование,  

(УО) 

Средство контроля, организо-

ванное как специальная беседа 

педагогического работника с 

обучающимся на темы, связан-

ные с изучаемой дисциплиной, 

и рассчитанное на выяснение 

объема знаний обучающегося 

по определенному разделу, те-

ме, проблеме и т.п. 

Вопросы по 
темам/разделам 

дисциплины 

4 
Тест 
(Т) 

Система стандартизированных 

заданий, позволяющая автома-

тизировать процедуру измере-

ния уровня знаний и умений 

обучающегося. 

Фонд тестовых 
заданий 

5 Билеты к зачету 
(БкЗ) 

Средство проверки знаний, уме-

ний, навыков. Может включать 

комплекс теоретических вопро-

сов, задач, практических зада-

ний. 

Билеты. 

Шкала оценива-

ния и процедура 

применения. 

Промежуточная атте-

стация (ПА) 

Зачет (З) 1) устно (У) 

2) письменно (П) 
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Оформление и описание оценочных средств 

1. Билеты к зачету 

 1.1. Назначение: Используются для проведения промежуточной аттестации 

по дисциплине "Основы вариационного исчисления". 

1.2. Регламент зачета: - Время на подготовку тезисов ответов - до 45 мин. 

                                           - Способ контроля: устные ответы. 

1.3. Шкала оценивания: 

«Зачтено» - если выполнены все виды учебной работы, предусмотренные 

учебным планом. Студент демонстрирует соответствие знаний, умений, 

навыков, оперирует приобретенными знаниями, умениями, навыками, при-

меняет их в ситуациях повышенной сложности. При этом могут быть допу-

щены незначительные ошибки, неточности, затруднения при аналитических 

операциях, переносе знаний и умений на новые, нестандартные ситуации. 

«Не зачтено» - если не выполнен один или более видов учебной работы, 

предусмотренных учебным планом. Студент демонстрирует неполное соот-

ветствие знаний, умений, навыков, допускаются значительные ошибки, про-

является отсутствие знаний, умений, навыков по ряду показателей, студент 

испытывает значительные затруднения при оперировании знаниями и умени-

ями при их переносе на новые ситуации. 

 

1.4. Комплекты  билетов  к зачету включают  по каждому разделу  25-30 би-

летов (хранятся в центре математического образования). 

Типовые варианты билетов прилагаются. 

 

ОБРАЗЦЫ  БИЛЕТОВ 

 
МИНИСТЕРСТВО НАУКИ И ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ  

РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ 

ФЕДЕРАЛЬНОЕ ГОСУДАРСТВЕННОЕ АВТОНОМНОЕ ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ   

УЧРЕЖДЕНИЕ ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ 

«МОСКОВСКИЙ ПОЛИТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ» 

(МОСКОВСКИЙ ПОЛИТЕХ) 

Факультет базовых компетенций,                                               кафедра математики 

Дисциплина   «Основы вариационного исчисления» 

Образовательная программа 15.03.03 – Прикладная механика 

Курс 2, семестр 4 

ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ БИЛЕТ № 1 

1. Понятие вариации функции.  Перестановочность операций варьирования и дифферен-

цирования, варьирования и интегрирования. 

2. Найти семейство экстремалей функционала  dxxyyy
x

x

)cos29(
1

0

22   . 

3. Решить вариационную задачу со свободными концами для функционала:      

,)2cos4(
2/

22 dxxyyy 




     .,2/   xx  
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МИНИСТЕРСТВО НАУКИ И ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ  

РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ 

ФЕДЕРАЛЬНОЕ ГОСУДАРСТВЕННОЕ АВТОНОМНОЕ ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ   

УЧРЕЖДЕНИЕ ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ 

«МОСКОВСКИЙ ПОЛИТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ» 

(МОСКОВСКИЙ ПОЛИТЕХ) 

Факультет базовых компетенций,                                                кафедра математики 

Дисциплина    «Основы вариационного исчисления» 

Образовательная программа  15.03.03 – Прикладная механика 

Курс 2, семестр  4 

ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ  БИЛЕТ № 2 

 

1. Понятие вариации функционала. 

2. Найти экстремаль функционала  ,)48(
1

0

2 dxyy    удовлетворяющую граничным услови- 

ям:     .0)1(,0)1(,4)0(,1)0(  yyyy  

3. Найти семейство экстремалей функционала   .)2(
1

0

22 dxyeyy
x

x

x
   

Утверждено на заседании кафедры математики  « 21 » 03 2021 г., протокол № 8 

Зав. кафедрой математики    Г.С. Жукова  /____________/  

 

Комплекты тестовых заданий и контрольных работ (Т, КР) 

(для оценки компетенций  ОПК-2, ПК-3) 

по дисциплине Основы вариационного исчисления  
                                              (наименование дисциплины) 

В А Р И А Н Т  № 1 

ЗАДАНИЕ 1 

Найти вариацию функционала  
1

0

)]1(2[ 23
x

x

dxxyyxI . 

Ответ  

ЗАДАНИЕ 2 

Составить уравнение Эйлера для функционала     

                                  dxxyxyyI
x

x

)3sin22cos4(
1

0

2   . 

Ответ  

ЗАДАНИЕ 3 
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Найти семейство экстремалей функционала dxxyyyI
x

x

)24( 22
1

0

  . 

ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:        

1) xxCxCy 25,02sin2cos 21               2) xeCeCy xx 25,02
2

2
1         

3)  xxCxCy 25,02sin2cos 21              4) xxeCeCy xx 25,02
2

2
1  . 

ЗАДАНИЕ 4 

Найти решение вариационной задачи с неподвижными границами для функ-

ционала  .0)1(,0)0(,)2(
1

0

2   yydxyeyI x  

ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:    1) xeey x )1(       2)  1 exey x     

3)  1)1(  xeey x        4) 1)1(  xeey x . 

ЗАДАНИЕ 5 

Составить уравнения Эйлера для функционала     

                                  dxyyxxzzI
x

x

)24( 222
1

0

  . 

Ответ  

ЗАДАНИЕ 6 

Составить уравнение Эйлера - Пуассона для функционала     

                                  dxyeyyyI
x

x

x )22(
1

0

222
  . 

Ответ  

ЗАДАНИЕ 7 

Найти семейство экстремалей функционала    dxyyI
x

x

)16(
1

0

22
  . 

ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:    1)  xxxx xeCxeCeCeCy 2
4

2
3

2
2

2
1

   

2) xCxCeCeCy xx 2sin2cos 43
2

2
2

1    

3) xeCxeCxeCxeCy xxxx 2sin2cos2sin2cos 2
4

2
3

2
2

2
1

   

4) xxCxxCxCxCy 2sin2cos2sin2cos 4321  .     

ЗАДАНИЕ 8 

Найти решение вариационной задачи со свободным концом  для функциона-

ла  


  xydxxyyyI ,0)0(,)sin22(
0

2 . 

ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:     

1) xy sin       2) /sin xxy        3) xy sin       4) xxy 2sin  . 
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ЗАДАНИЕ 9 

Для вариационной задачи с подвижными границами составить условия 

трансверсальности, если семейство экстремалей функционала 

 
1

0

21
x

x

dxyI   имеет вид  21 CxCy  , а уравнения заданных кривых: 

3)(,3)( 2  xxxx  . 

Ответ  

ЗАДАНИЕ 10 

Для вариационной задачи на условный экстремум для функционала  

 
1

0

)9( 22
x

x

dxyyI  при наличии интегральной связи  
1

0

)2( 2
x

x

dxxyK  соста-

вить расширенный функционал. 

Ответ  

 

Оценка «отлично» выставляется студенту за 90 – 100% правильных ответов, 

оценка «хорошо» - за не менее 75% правильных ответов;  

оценка «удовлетворительно» - за не менее 50-60% правильных ответов;  

оценка «неудовлетворительно» - за менее 50 % правильных ответов.  

 

Комплект вопросов (УО) 

(для оценки компетенций  ОПК-2, ПК-3) 

 

1. Дайте определение понятия функционала. 

2. Дайте определение понятия вариации функции. В чем его отличие от по-

нятия дифференциала функции? 

3. В чем заключается перестановочность операций варьирования и диффе-

ренцирования, варьирования и интегрирования. 

4. Понятие непрерывности и линейности функционала.    

5. Понятие вариации функционала. В чем особенность техники варьирова-

ния? 

6. Формула для вычисления вариации функционала .),,(
1

0

dxyyxFI
x

x

   

7. Понятия абсолютного  и локального экстремумов функционала. 

8. Основная лемма вариационного исчисления. Необходимое условие экс-

тремума. 

9. Постановка простейшей вариационной задачи для функционала  

.),,(
1

0

dxyyxFI
x

x

    Уравнение Эйлера. Понятие экстремали. 

10. Различные формы записи уравнения Эйлера. 
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11. Частные случаи интегрируемости уравнения Эйлера для функционалов: 

,),(
1

0

dxyxFI
x

x

    dxyFI
x

x

)(
1

0

  ,    ,),(
1

0

dxyxFI
x

x

      .),(
1

0

dxyyFI
x

x

   

12. Постановка задачи о брахистохроне. Запишите уравнение линии наиско-

рейшего ската. 

13. Задача о наименьшей площади поверхности тела вращения. Запишите 

уравнение цепной линии. 

14. Задача с неподвижными границами для функционала, зависящего от не-

скольких функций .,...),,,,(
1

0

dxzzyyxFI
x

x

   

15. Задача  с неподвижными  границами  для функционала,  содержащего 

производные до n-го порядка включительно .),...,,,,( )(
1

0

dxyyyyxFI n
x

x

   

16. Уравнение Эйлера-Пуассона для функционала dxyyyxFI
x

x

),,,(
1

0

   и в об-

щем случае для функционала  .),...,,,,( )(
1

0

dxyyyyxFI n
x

x

   

17. Функционал, содержащий функции нескольких переменных. Уравнение 

Эйлера-Остроградского. 

18. Постановка задачи со свободными концами для функционала  

.),,(
1

0

dxyyxFI
x

x

   

19. Какой вид имеют граничные условия в вариационной задаче со свобод-

ными концами для функционала  dxyyxFI
x

x

),,(
1

0

   ? 

20. Постановка задачи с подвижными границами для функционала  

.),,(
1

0

dxyyxFI
x

x

   Условия трансверсальности. 

21. Смысл условий трансверсальности для функционалов 

.)1),( 2
1

0

dxyyxfI
x

x

   

22. Постановка вариационной задачи на условный экстремум. 

23. Метод неопределенных множителей Лагранжа. 

24. Прямые методы вариационного исчисления. Метод Ритца. 

25. Прямые методы вариационного исчисления. Метод Бубнова-Галеркина. 
 
___________________________________________________________________________________  
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Комплект заданий для выполнения  

расчетно-графических работ  (РГР) 

(для оценки компетенций ОПК-2, ПК-3) 

по дисциплине     Основы вариационного исчисления                                              

                                  (наименование дисциплины) 

ЗАДАНИЕ 1. 

Найти вариацию функционала      
1

0

.))(),(,(

x

x

dxxyxyxFI  

№ 

варианта 

),,( yyxF   № вариан-

та 

),,( yyxF   

1 

xy

yy

sin2

16 22




 

4 )1(2 23  xyyx  

2 yyyxy  22 2  5 xyyx /22   

3 yxyy  22  6 yeyy x 22  

                                 

ЗАДАНИЕ  2. 

                     Найти экстремаль функционала    
1

0

,))(),(,(
x

x

dxxyxyxFI        

               удовлетворяющую граничным условиям  .)(,)( 1100 yxyyxy   

№ варианта ),,( yyxF   
0x  0y  1x  

1y  

1 2 3 4 5 6 

1 2yyx   0 0 2 3 

xyyy 3216 22   0 0 8/  0 

2 22 44 yyyy   6/  0 3/  1 

xyeyy 222   0 0 1 E 

3 222 12yyx   1 1 2 1 

xyyy 4sin216 22   0 0 8/  0 

 

ЗАДАНИЕ  3. 

Найти экстремаль функционала 

  
1

0

,)(),(),(),(,
x

x

dxxzxzxyxyxFI  

удовлетворяющую граничным условиям 

.)(,)(,)(,)( 11001100 zxzzxzyxyyxy   

 

№ ва-

ри-

анта 

 

)](),(),(),(,[ xzxzxyxyxF   

 

0x  

 

0y  

 

0z  

 

1x  

 

1y  

 

1z  
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1        yzzy 222   0 0 0 2/  1 -1 

2        222 zzy   0 1 1 2 3 3 

3 zyzxyx  22 83  0 0 0 2 1 3 

4 zxxyzy 2126   0 0 0 1 1 1 

5        yzzy   0 0 0 2/  1 1 

 

Найти семейство экстремалей функционала 

  
1

0

,)(),(),(),(,
x

x

dxxzxzxyxyxFI  

№  

Варианта 

)](),(),(),(,[ xzxzxyxyxF   

1                        22 10 zyzy   

2                        xyyzzy 2cos1822   

3                        2222 222 yxyzzyz   

4 xzyzyzy sin)(210 22   

5                        xyeyzzy 2822   

 

ЗАДАНИЕ  4. 

Найти семейство экстремалей функционала 

  
1

0

.)(),...,(),(),(, )(
x

x

n dxxyxyxyxyxFI  

№ 

Варианта 

F 

1        xxeyxyyy  16604 22  

2        222 524 yyxyy   

3        xxeyxyyy 222 641204   

4        xyeyxyyyy  222 5,02  

5        2240 yy   

 

ЗАДАНИЕ  5. 

 

Найти экстремаль функционала    
1

0

)(),...,(),(, )(
x

x

n dxxyxyxyxFI , 

удовлетворяющую граничным условиям:  
.)(,...,)(,)(

,)(,...,)(,)(
)1(

11

)1(

1111

)1(

00

)1(

0000








nn

nn

yxyyxyyxy

yxyyxyyxy
 

 

№ 

вари-

анта 

F Граничные условия 
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1 222 2 yyy   1)(,0)(,0)0(,0)0(   yyyy  

2 xyeyy 322   1)1(,0)1(,0)0()0(  yyyy  

3 

)sin

(cos29 22

x

xyyy




 

1)2()2(,0)0()0(   yyyy  

4 xyyy sin216 22   0)4/()4/(,0)0()0(   yyyy  

5 yeyy x222 2  1)2/(,0)2/()0()0(   yyyy  

 

ЗАДАНИЕ 6. 

Решить вариационную задачу со свободными концами 

для функционала   
1

0

)](),(,[
x

x

dxxyxyxFI . 

 

№ 

варианта 

F Уравнения вертикалей 

1  xyyy cos54 22   6/,0  xx  

2    xyyy 3sin24 22   4/,0  xx  

3  xyyy 2cos422     xx ,2/  

4 xeyyy  216 22  8/,0  xx  

5       xyyy 84 22       3/,6/   xx  

 

Решить вариационную задачу со свободным концом для функционала   

 
1

0

)](),(,[
x

x

dxxyxyxFI . 

№ 

варианта 

F Граничное 

условие 

Уравнение вертика-

ли 

6 222 484 yyxyyy   0)0( y  x  

7 222 4yyey x   1)0( y  x  

8 xyyxy 84 42   0)0( y  1x  

9 xyyy cos222   1)0( y     4/x  

10 xyyy 2sin422   1)0( y  x  

 

ЗАДАНИЕ  7. 

Решить вариационную задачу с подвижными границами: 

1). Найти кратчайшее расстояние между параболой и прямой: 

№  варианта Уравнение параболы Уравнение прямой 
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1 12  xy  42  xy  

2 12  xy  4 xy  

3 2xy   xy  3  

4 22 xy   6 xy  

5 22  xy  xy   

 

2). Найти кратчайшее расстояние между окружностью  и прямой: 

№  варианта Уравнение окружности Уравнение прямой 

6 422  yx  4 xy  

7   11 22
 yx  xy  2  

8 122  yx  xy  4  

9 422  yx  82  xy  

3). Найти кратчайшее расстояние от точки A до заданной линии 

№  варианта Координаты точки 

),( yxA  

Уравнение линии 

17 (-1, 3) xy 31  

18 (-1, 5) xy 2  

19 (1, 0) 3694 22  yx  

20 (2, 3) 12  xy  

21 (-1, 2) 4)2( 22  yx  

 

ЗАДАНИЕ  8. 

Решить вариационную задачу на условный экстремум: 

Найти  экстремаль  функционала     
1

0

)](),(,[
x

x

dxxyxyxFI ,      удовлетворяющую 

граничным условиям 1100 )(,)( yxyyxy  и интегральной связи   
1

0

)](),(,[
x

x

dxxyxyxGK  

№  вариан-

та 

F 
0x  

1x  0y  
1y  G K 

1 2y  0   0 0 2y  1 

2 2y  0   0 1 xy sin  0 

3 2y  0 2/  0 2/  xy 2sin    

4 xy sin  0   0   2y  2/3  
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5 2y  0 1 0 5 xy 1 

 

ЗАДАНИЕ  9. 

Решить методом Бубнова задачу об изгибе балки, 

 используя полное вариационное уравнение изгиба балки: 

,0)( 00
0


ll

l
IV yQyMydxqEIy   

где  )(),(),( xQxMxy  соответственно прогиб, изгибающий момент и поперечная сила в 

произвольном поперечном сечении балки с абсциссой x; EI изгибная жесткость балки,  

)(xq  поперечная распределенная нагрузка, равная 

















.2/)(

,2/4/)(

,4/0)(

)(

3

2

1

lxlприx

lxlприx

lxприx

xq







 

Выражения для функций  )(),(),( 321 xxx   указаны в таблице: 

 

№ 

  варианта 

Граничные 

Условия 

)(1 x  )(2 x  )(3 x  

1  

0)0()0(  yy , 

0)()(  lyly  

0q  02q  )/1(0 lxq   

2 0 lxq /0  0q  

3 lxq /0  0q  0 

4 
0q  )/1(0 lxq   0 

5 0 )/1(0 lxq   2 0q  

ЗАДАНИЕ  10. 

Решить методом Ритца в двучленном приближении задачу об изгибе балки, исполь-

зуя выражение для полной потенциальной энергии балки при изгибе: 

 









l

dxqyy
EI

Э
0

2 ,
2

 

где  EI  - изгибная жесткость балки, )(xy  - прогиб в произвольном  поперечном сечении 

балки с абсциссой  x, )(xq  - поперечная распределенная нагрузка,  определяемая в соот-

ветствии с таблицей из задания  9. 

 

Критерии оценки:  

- оценка «зачтено» выставляется студенту, если  он регулярно в течение се-

местра представлял решения задач, выполнил полностью все задания и их 

защитил, ответив на вопросы преподавателя; 

- оценка «не зачтено» выставляется студенту, если  он нерегулярно в течение 

семестра представлял решения задач, выполнил задания не полностью или 

вообще не представлял работы на проверку, допускает существенные неточ-

ности в ответах на вопросы преподавателя. 

 


